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项目!!
经济函数及函数的极限

函数是经济数学中最重要的基本概念之一!也是经济数学的主要研究对象!本项目我们
将在中学数学函数的基础上!学习一些常用的经济函数!极限是微积分学的一个最基本"最
重要的概念!其一!它是建立微积分学的基础#其二!极限的思想和分析方法将贯穿微积分学
的始终!微分法和积分法都借助于极限思想来讨论和研究!本项目将讨论函数极限的基本概
念"基本性质和基本运算!并讨论它们的一些应用!

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
本项目在专业课中的应用

#经济管理专业中总成本"总收入"总利润的求法!
#经济管理专业中单利"复利的求法!
#经济管理专业中多次付息"贴现的求法!
#经济管理专业中需求与供给的求法!

任务!!常用经济函数的认识

在现实生活中!用数学方法研究经济活动时!需要对经济问题建立数学模型!找出各经
济变量之间的函数关系!下面!我们介绍一些常用的经济函数!

!理论学习!"

一!单利与复利

利息是资金所有者由于借出资金而取得的报酬!它来自于生产者使用该笔资金发挥生
产职能而形成的利润的一部分!利息又分为存款利息"贷款利息"债券利息"贴现利息等几种
主要形式!

$!$



应用高等 数 学%经管类&

!"单利计算公式
设初始本金为"%元&!银行年利率为#!则
第一年末本利和为!!$!""##"""%!##&!
第二年末本利和为 $$""%!##&##"""%!#$#&!

''
第%年末的本利和为 $%""%!#%#&!
#"复利计算公式
设初始本金为"%元&!银行年利率为#!则
第一年末本利和为!!$!""##"""%!##&!
第二年末本利和为 $$""%!##&##"%!##&""%!##&$!

''
第%年末的本利和为 $%""%!##&%!

二!多次付息

!"单利付息情形
因每次的利息都不计入本金!故若一年分%次付息!则年末的本利和为

$""!#%% &#
% ""%!##&!

即年末的本利和与支付利息的次数无关!
#"复利付息情形
因每次支付的利息都记入本金!故年末的本利和与支付利息的次数是有关系的!
设初始本金为"%元&!年利率为#!若一年分&次付息!则一年末的本利和为

$"" !##% &&
&

!

易见本利和是随付息次数&的增大而增加的!
因此!第%年末的本利和为

$%"" !##% &&
&%

!

三!贴现

票据的持有人!为在票据到期以前获得资金!从票面金额中扣除未到期期间的利息后!
得到所余金额的现金称为贴现!

钱存在银行里可以获得利息!如果不考虑贬值因素!那么若干年后的本利和就高于本
金!如果考虑贬值的因素!则在若干年后使用的未来值%相当于本利和&就有一个较低的
现值!

考虑更一般的问题(确定第%年后价值为'元钱的现值!假设在这%年之间复利年利率

#不变!

$"$



项目!!经济函数及函数的极限

利用复利计算公式有

'""%!##&%!
得到第%年后价值为'元钱的现值为

"" '
%!##&%!

式中'表示第%年后到期的票据金额!#表示贴现率!而"表示现在进行票据转让时银行付
给的贴现金额!

若票据持有者手中持有若干张不同期限及不同面额的票据!且每张票据的贴现率都是
相同的!则一次性向银行转让票据而得到的现金

""'%# '!
%!##&# '$

%!##&$#'# '%

%!##&%!

式中'%为已到期的票据金额!'%为%年后到期的票据金额! !
%!##&%

称为贴现因子!它表示在

贴现率#下%年后到期的!元钱的贴现值!由它可给出不同年限及不同贴现率下的贴现因子表!

四!总成本函数!总收入函数!总利润函数

!"总成本函数
总成本函数是指在一定时期内!生产产品时所消耗的生产费用之总和!常用(表示!可

以看作是产量)的函数!记作

("(%)&!
总成本包括固定成本和可变成本两部分!其中固定成本*指在一定时期内不随产量变

动而支出的费用!如厂房"设备的固定费用和管理费用等#可变成本+是指随产品产量变动
而变动的支出费用!如税收"原材料"电力燃料等!

固定成本和可变成本是相对于某一过程而言的!在短期生产中!固定成本是不变的!可变
成本是产量)的函数!所以(%)&"*#+%)&!在长期生产中!支出都是可变成本!此时*"%!实
际应用中!产量)为正数!所以总成本函数是产量)的单调增加函数!常用以下初等函数来表示(

!线性函数!(",#-)!其中-$%为常数!
"二次函数!(",#-)#.)$!其中.$%!-%%为常数!
#指数函数!("-/,)!其中,$%!-$%为常数!

平均成本(每个单位产品的成本!即("(%)&
) !

#"总收益函数
总收益函数是指生产者出售一定产品数量)所得到的全部收入!常用'表示!即

'"'%)&!
其中)为销售量!显然!' )"%"'%%&"%!即未出售商品时!总收益为%!

若已知需求函数)")%"&!则总收益的为'"'%)&"0))")&!%"&))

平均收益('"'%)&
)

!若单位产品的销售价格为"!则'""))!且'""!

$#$



应用高等 数 学%经管类&

$"总利润函数
总利润函数是指生产中获得的纯收入!为总收益与总成本之差!常用1表示!即

1%)&"'%)&&(%)&

!案例分析!"

想一想!已知某产品的价格为"元!需求函数为)"'%&'"!成本函数为("'%#$)
元!求产量)为多少时利润1最大* 最大利润是多少*

解!因为需求函数为)"'%&'"!""!%&)
'

!所以收益函数为

'""))"!%)&)
$

'!

利润函数

1"'&( "()&)
$

' &'%

"&!
'

%)&$%&$#)%!

因此!)"$%时利润最大!且最大利润是)%元!
例!!!!!!某工厂生产某产品!每日最多生产!%%个单位!日固定成本为!)%元!生产

每一个单位产品的可变成本为*元!求该厂每日的总成本函数及平均单位成本函数!
解!设每日的总成本函数为(及平均单位成本函数为(!因为总成本为固定成本与可

变成本之和!据题意有

("(%)&"!)%#*)!%&2&!%%!

("(%)&"!)%) #*!%%2&!%%!

例!!!!"!设某商店以每件,元的价格出售商品!若顾客一次购买'%件以上!则超出
部分每件优惠!%+!试将一次成交的销售收入'表示为销售量)的函数!

解!由题意!一次售出'%件以内的收入为'",)元!而售出'%件以上是!收入为

'"'%,#%)&'%&),)!%+!
所以一次成交的销售收入'是销售量)的分段函数

'"
,)!%&2&'%!

'%,#%!,,%)&'%&!2$'%
'
(
) !

!理论学习#"

五!需求函数与供给函数

!"需求函数
需求量指的是在一定时间内!消费者对某商品愿意而且有支付能力购买的商品数量!
经济活动的主要目的是在于满足人们的需求!经济理论的主要任务之一就是分析消费

$$$



项目!!经济函数及函数的极限

及由此产生的需求!但需求量不等于实际购买量!消费者对商品的需求受多种因素影响!例
如!季节"收入"人口分布"价格"等等!其中影响的主要因素是商品的价格!所以!我们经常将
需求量)3看作价格"的函数!记为

)3")3%"&!
通常假设需求函数是单调减少的!需求函数的反函数

"")&!%"&!)*%!
在经济学中也称为需求函数!有时称为价格函数!

一般说来!降价使需求量增加!价格上涨需求量反而会减少!即需求函数是价格"的单
调减少函数!常用以下简单的初等函数来表示(

!线性函数!)3"&,"#-!其中,!-$%为常数!
"指数函数!)3",/&-"!其中,!-$%为常数!
#幂函数!!)3"-"&,!其中,!-$%为常数!
#"供给函数
供给量是指在一定时期内生产者愿意生产并可向市场提供出售的商品量!供给价格是

指生产者为提供一定量商品愿意接受的价格!将供给量)$也看作价格"的函数!记为
)$")$%"&!

一般说来!价格上涨刺激生产者向市场提供更多的商品!使供给量增加!价格下跌使供
给量减少!即供给函数是价格%"&的单调增加函数!常用以下简单的初等函数来表示(

!线性函数!)$","#-!其中,!-$%为常数!
"指数函数!)$",/-"!其中,!-$%为常数!
#幂函数!!)$"-",!其中,!-$%为常数!
供给量也受多种因素影响!当市场上需求量)3与供给量)$一致时!即)3")$!商品的

数量称为均衡数量!记为)/!商品的价格称为均衡价格!记为"/!例如!由线性需求和供给函
数构成的市场均衡模型可以写成

)3",&-"%,$%!-$%&!

)$"&.#-"%.$%!3$%&!

)3")$!
解方程!可得均衡价格"/和均衡数量)/(

"/",#.
-#3

!)/",3&-.
-#3 !

由于)/$%!-#3$%!因此有,3$-.!
当市场价格高于"%时!需求量减少而供给量增加!反之!当市场价格低于"%时!需求量

增加而供给量减少!市场价格的调节就是利用供需均衡来实现的!
经济学中常见的还有生产函数%生产中的投入与产出关系&"消费函数%国民消费总额与

国民生产总值即国民收入之间的关系&"投资函数%投资与银行利率之间的关系&等等!

!案例分析#"

例!!!!#!设某商品的需求函数线性函数)"&,"#-!其中,!-$%为常数!求""%

$%$



应用高等 数 学%经管类&

时的需求量和)"%时的价格!
解!当""%时!)"-!表示价格为零时!消费者对某商品的需求量为-!这也是市场对

该商品的饱和需求量!当)"%时!""-
,
为最大销售价格!表示价格上涨到-

,
时!无人愿意

购买该产品!
例!!!!$!已知某商品的需求函数和供给函数分别为

)3"!.&!!'"!!)$"&'#."!
求该商品的均衡价格!
解!由均衡条件)3")$可知

!.&!!'""&'#."!
!,"'!'"!

所以均衡价格价格为 "%")!.'!

!拓展训练"

一!选择题

!!函数4%2&"/012#!是%!!&!
23偶函数!!!!!43奇函数!!!!!53单调函数!!!!!63有界函数

$!下列函数中!是奇函数的是%!!&!
23/012 43$2 532$#/012 632#!

)!已知4%2&"2$&!!则4%2&!&"%!!&!
232$&$2 432$#$2 532$#! 632$&!

二!填空题

!!设4%2&"2#/01!
2

!当2+%时!4 $% &$ " !

$!函数4%2&" !&2槡 $ #2$的奇偶性是 !

)!函数4%2&"!
2# !

/012
的定义域为 !

三!计算题

!!求函数5"67%2#$&的反函数!

$!设函数4%2&"
2$#$2&!!

!&)2
'
(
) !

2*%!

2%%!
求4%!&和4%&!&!

)!下列哪些是周期函数!若是!求出其最小正周期(

%!&5"/01$2#!!!!%$&5"78/%2#$&#!!!!%)&5"78/!
2!

.!已知生产某种商品的总成本函数为(%)&"$%%%#')%单位(元&!求生产(%件这种商
品所需的总成本和平均成本!

'!已知某种商品的需求函数和供给函数分别为)3"!%%&$"!)$"&$%#!("!求该商
品的市场均衡价格和市场均衡数量!

$&$



项目!!经济函数及函数的极限

*!设某商品的成本函数和收入函数分别为

()"!(&))#)$!'%)&"()!
试求(%!&该商品的销售量为'时的利润#%$&该商品的盈亏平衡点!并说明盈亏情况!

任务"!极限的概念及运算

极限是微积分学中的一个基本概念!微积分中许多概念都是用极限表述的!一些重要的
性质和定理也是通过极限的方法推得的!因此!掌握极限的思想与极限的计算方法是学会微
积分的前提和基础!

!理论学习!"

一!数列的极限

极限的思维方式自古有之!它是从静认识动!从近似认识精确!从有限认识无限的一种
思想方法!我国古代数学家刘徽%第三世纪&利用圆内接正多边形来推算圆面积的方法$$$
割圆术!就是极限思想在几何学上的应用!刘徽曰(+割之弥细!所失弥少!割之又割!以至于
不可割!则与圆周合体而无所失矣!,这段话说的是用圆内接正多边形的面积来逼近圆面积!
若用8表示圆面积!显然!正%变形的边数%越多!8%越接近8!当边数无限增加时!8%就无

限接近8!这就是刘徽用割圆术来计算圆周率的想法!含有极限思想!是他的一大创造!下面
我们先介绍数列的极限!进而学习函数的极限!

定义!!"!!!对于以正整数%为自变量的函数5%"4%%&!把函数值依自变量增大的次
序排列出来的

4%!&!4%$&!'!4%%&!'或5!!5$!'!5%!'
这一系列无穷的数叫做一个数列!记作 5- .% 或-4%%&.!数列中每一个数称为数列的项!

4%%&称为一般项或通项!
下面举几个数列的例子(

%!&5%"!
$%# %$&5%"!#!

%
#

%)&5%"$%# %.&5%"!#%&!&%!
从这些例子可以看出!随着%的逐渐增大!它们有着各自变化的趋势!我们发现(有些数

列它趋近于一个确定的实数!比如数列%!&和%$&#有些数列趋近于无穷大!如数列%)&#还有
些数列在某两个数之间振荡!如数列%.&!那么数列的极限和这些变化趋势有什么关系呢*

定义!!"!"!对于数列5%!如果当%无限增大时!5%无限趋近于某个确定的常数9!那
么9叫做数列5%的极限!记作

90:
%,!

5%"9!或!5%,9%%,!&!

$'$



应用高等 数 学%经管类&

由此定义可知!数列%!&的极限为%!即90:
%,!

!
$% "%#数列%$&的极限为!!即

90:
%,!

!#!% &% "!!

一般地!任何一个常数列- .( 的极限就是这个常数本身!90:
%,!

("(%(为常数&!

与单调函数相仿!若数列 5- .% 各项满足不等式

5%&5%#!%5%*5%#!&!
则称 ,- .% 为单增%减&数列!单增数列与单减数列统称为单调数列!

如果一个数列有极限!我们就称这个数列是收敛的!否则就称它是发散的!数列 5- .% 以

9为极限!亦称 5- .% 收敛于9!并不是任何数列都有极限!有些数列就没有极限!如5%"$%!
当%,!时!5%的数值无限增大!它不趋向于一个确定的数值!所以就没有极限!但是!单调有
界数列必有极限!

!案例分析!"

例!!"!!!观察下列数列的极限(

%!&5%"!#
%&!&
$%

%#!
#!!!%$&5%"/01%$$

#!!!%)&5%"'!

解!通过观察可知!以上数列有如下变化趋势(

%!&90:
%,!

5%"90:
%,!

!#
%&!&
$%

%% &#!
"!!

%$&当%依次取!"$")等正整数时!数列 /01%$- .$
的各项依次为!!%!&!!%!!!'!所以

可以看出!当%,!时!/01%$- .$
不能无限趋近于一确定的常数9!根据定义知!该数列发散!

%)&我们有90:
%,!

5%"90:
%,!

'"'!

!理论学习#"

二!函数的极限

我们可以把数列看成是函数的一种特殊情况!因此!数列极限也有函数极限的一些性
质!可以想象!两者虽然在形式上有所差异!但在本质上!在极限观点上应该是一致的!当然!
函数的极限肯定比数列的极限要复杂一些!数列的自变量只有一种变化趋势!而函数的自变
量有*种变化趋势!分别为

2,!!2,#!!2,&!!2,2&
% !2,2#

% !2,2%!
!3函数4"2#当自变量2趋于无穷远时的极限
定义!!"!#!如果当自变量2的绝对值无限增大时!相应的函数值4%2&无限接近于某

一个固定常数9!则称9为当函数4%2&在2,!时的极限!记为90:
2,!

4%2&"9或4%2&,

9%2,!&!

$($



项目!!经济函数及函数的极限

定义!!"!$!如果当自变量2无限增大时!相应的函数值4%2&无限接近于某一个固定
的常数9!则称9 为当函数4%2&在2, #!时的极限!记为90:

2,#!
4%2&"9 或4%2&,

9%2,#!&!
定义!!"!%!如果当自变量2无限减少时!相应的函数值4%2&无限接近于某一个固定

的常数9!则称9 为当函数4%2&在2, &!时的极限!记为90:
2,&!

4%2&"9 或4%2&,

9%2,&!&!
定理!!"!!!90:

2,!
4%2&"9的充要条件是90:

2,#!
4%2&"90:

2,&!
4%2&"9!

#3函数4"2#当自变量2趋近于某一点时的极限

定义!!"!&!设函数5"4%2&在点2%的去心邻域:
!
%,!"&内有定义!如果当自变量2

在:
!
%,!"&内无限接近于2%时!相应的函数值4%2&无限接近于某一个固定的常数9!则称9

为函数4%2&在2,2%时的极限!记为
90:
2,2%

4%2&"9或4%2&,9%2,2%&!

定义!!$!*给出了函数4%2&当2,2%时的极限定义!其中自变量2从2%的两侧同时

趋近于2%!但在有些问题中!函数仅在2%的某一侧有定义或者函数虽在2%的两侧皆有定

义!但两侧的表达式不同%如分段函数的分段点&!这时函数在这些点上的极限问题只能单侧
地加以讨论!

如果函数4%2&当2从2%的左侧%即2%2%&趋于2%时!以9为极限!则9称为4%2&在
2%的左极限!记作90:

2,2%
&
4%2&"9或4%2%&%&"9!

如果函数4%2&当2从2%的右侧%即2$2%&趋于2%时以9为极限!则9称为4%2&在
2%的右极限!记作90:

2,2%
#
4%2&"9或4%2%#%&"9!

这)种极限有如下关系(
定理!!"!"!90:

2,2%
4%2&"9的充要条件是4%2%&%&"4%2%#%&"9!

!案例分析#"

例!!"!"!%!&求90:
2,#!% &!

$
2
和90:

2,&!
$2!

%$&求90:
2,&!

;<7=;12"90:
2,#!

;<7=;12和90:
2,!

;<7=;12!

解!%!&由指数的性质容易得出(90:
2,#!% &!

$
2
"%!90:

2,&!
$2"%!

%$&由反三角函数的性质容易得出(

90:
2,#!

;<7=;12"$
$

!90:
2,&!

;<7=;12"&$
$!

又因为90:
2,#!

;<7=;12+90:
2,&!

;<7=;12!所以90:
2,!

;<7=;12不存在!

例!!"!#!证明(符号函数/>12"

&!!2%%!

%!2"%!

!!2$

'
(

) %

当2,%时极限不存在!

$)$



应用高等 数 学%经管类&

证明!90:
2,%&

/>12"90:
2,%&

%&!&"&!!

90:
2,%#

/>12"90:
2,%#

!"!!

因为90:
2,%&

/>12+90:
2,%#

/>12!所以由定理!!$!$推知/>12当2,%时极限不存在!

例!!"!$!设函数4%2&"
$2!

)&2
'
(
) !

%&2&!!

!%2&$!
求90:

2,!
4%2&!

解!对于分段函数!讨论分段点处的极限!由于函数在分段点两边的解析式不同!所以!
一般先求它的左"右极限!

90:
2,!&

4%2&"90:
2,!&

$2"$!!!!!90:
2,!#

4%2&"90:
2,!#

%)&2&"$!

因为90:
2,!&

4%2&"90:
2,!#

4%2&!所以90:
2,!

4%2&"$!

!理论学习$"

三!两个重要极限

!"第一重要极限

图!"#%!

90:
2,%

/012
2 "!!!

证明!作单位圆如图!!$?!所示!;(-<9!=9-<9!取圆心角

.9<;"2%%2%$% &$ !

显然/012"(;!2"/9;!=;12"9=!

因为8"9<; %8扇形9<; %8"9<=!所以!
$/012%!

$2%!
$=;12

!即/012

%2%=;12!
不等号各边都除以/012!就有

!% 2
/012% !

78/2!或!78/2%/0122 %!!

注意此不等式当$
$ %2%%时也成立!而90:

2,%
78/2"!!又90:

2,%
!"!!根据夹逼准则!

90:
2,%

/012
2 "!!

注意!在极限运算中!有时需要通过变量代换来化简极限式或把所求极限变成某个已
知的极限!因此!此重要极限较常用的形式为

90:
>,%

/01>
> "!%其中>"#%2&!当2,2%时!有>,%&!

#"第二重要极限

90:
2,!

!#!% &2
2
"@!

这个极限我们在这里就不再证明了!下面给出这个重要极限的一个变形(

$*!$



项目!!经济函数及函数的极限

令>"!
2

!则2,#!时!>,%!

于是90:
2,!

!#!% &2
2
"@!就变成了90:

>,%
%!#>&!

> "@!

!案例分析$"

例!!"!%!90:
2,%

/01$2
)2 !

解!90:
2,%

/01$2
)2 "90:

2,%

$
)
/01$2
$2 "$

)90:$2,%

/01$2
$2 "$

)!

例!!"!&!90:
2,%

=;12
2 !

解!90:
2,%

=;12
2 "90:

2,%

!
2
/012
78/2"90:

2,%

!
78/2

)90:
2,%

/012
2 "!!

例!!"!'!90:
2,%

/01%/012&
2 !

解!90:
2,%

/01%/012&
2 "90:

2,%

/01%/012&
/012

)/012
2 "90:

2,%

/01%/012&
/012

)90:
2,%

/012
2 "!)!"!!

例!!"!(!90:
2,%

!&78/2
2$ !

解!90:
2,%

!&78/2
2$ "90:

2,%

$/01$2
$

2$ "!
$90:2

$,%

/012
$

2

/

0

1

2$

$

"!
$!

例!!"!)!90:
2,!

2/01!% &2 !

解!90:
2,!

2/01!% &2 "90:
2,!

/01!
2

!
2

"!!

例!!"!!*!90:
2,!

!#!% &2
$2

!

解!90:
2,!

!#!% &2
$2

"90:
2,!

!#!% &20 12 $
"@$!

例!!"!!!!90:
2,!

!&!% &2
2

!

解!令?"&2!则2"&?!当2,!时!?,!!故有

90:
2,!

!&!% &2
2
"90:

?,!
!#!% &?0 1? &!

" 90:
?,!

!#!% &?0 1? &!
"!
@!

例!!"!!"!90:
2,!

2$#!
2% &$

2$#!

!

解!90:
2,!

2$#!
2% &$

2$#!
"90:

2,!
!#!

2% &$

2$

!#!
2% &0 1$ "90:

2$,!
!#!

2% &$

2$

)90:
2,!

!#!
2% &$ "@!

$!!$



应用高等 数 学%经管类&

例!!"!!#!90:
2,#!

2#$
2&% &!

2

!

解!90:
2,#!

2#$
2&% &!

2
"90:

2,#!

2&!#)
2&% &!

2
"90:

2,#!
!# )

2&% &!

2&!

0 1) )
) !# )

2&% &! "@)!

!拓展训练"

一!选择题

!!下列数列极限存在的有%!!&!

23!%!!%$!!%)!!%.!'!!!!!!!!!!43)$
!$
)

!'
.

!.
'

!'!

53$!$!)!)!.!.!' 63!!&!!!!&!!!!'

$!下列极限存在的有%!!&!

2390:
2,!

2%2#!&
2$ 4390:

2,%

!
$2&! 5390:

2,%
@

!
2 6390:

2,#!

2$#!
槡2

)!90:
2,)

!
)2#% &! "%!!&!

23! 43$ 53) 63.

.!90:
2,$

$2)#!
)&2 "%!!&!

23!) 43!' 53!A 63!,
二!填空题

!!问答题(
%!&有界数列是否一定收敛* !
%$&无界数列是否一定发散* !

$!无穷数列 !
$- .% %%"!!$!)!'&的各项和是 !

)!在数列 ,- .% 中!若90:
%,!

)%,%"!!则90:
%,!

%,%" !

三!求下列数列的极限

%!&90:
%,!

!#%$

%) # %$&90:
%,!

!
.%$# %)&90:

%,!

*%#!
'%#!

# %.&90:
%,!

!#槡%
槡%

!

四!计算下列函数的极限

%!&90:
2,$

2$#'
2&)

#!!!!!!! %$&90:
2,!

2)

2#!!

五!求下列极限

%!&90:
2,%

/01$2
)2

%$为实数&#!!! %$&90:
2,%

=;1)2
.2

#

%)&90:
2,%

=;1)2
=;1.2

#!!!!!!!!! %.&90:
2,%

$278=2#

%'&90:
2,%

!&78/$2
2/012

#!!!!!!!! %*&90:
%,!

)%/012
)%!

$"!$



项目!!经济函数及函数的极限

六!求下列极限
%!&90:

2,%
%!#2&$

2#!!!!!!!!! %$&90:
2,%

%!#)2&$
2#

%)&90:
2,!

!#$2
$% &2

)2
#!!!!!!! %.&90:

2,!
!&!% &2

@2
%@为正整数&!

任务#!无穷小量与无穷大量

!理论学习!"

一!无穷小量

!"无穷小的定义
在实际问题中!常会遇到以零为极限的变量!例如电容器放电时!其电压随时间的增加

而逐渐减小并趋向于零#又如把石子投入水中!水波向四面传开!它的振幅随时间的增加而
减小并趋向于零!对于这种变量!给出下面的定义(

定义!!#!!!在自变量2的某个变化过程2,%中!以零为极限的变量称为2,%时的

无穷小量!简称无穷小!
注意$其中2,%包含2,!!2,#!!2,&!!2,2&

% !2,2#
% !2,2%!

对于数列 !
%- .$ 和

!
$- .% !当%,!时都以零为极限!所以它们都是无穷小量或称为无穷小

数列!对于函数2%%%为正整数&"/012"!&78/2!当2,%时极限都等于零!所以当2,%时!
这些函数都是无穷小量!

注意!无穷小表达的是变量的变化状态!不能将其与很小的常数相混淆!在所有常数
中!数零是唯一可作为无穷小的常数!这是因为90:

2,%
%"%!

#"无穷小量的性质
在自变量的同一变化趋势下!无穷小量有如下性质(

性质!!#!!!有限个无穷小的代数和仍是无穷小!
性质!!#!"!有限个无穷小的乘积仍是无穷小!
性质!!#!#!有界量与无穷小的乘积仍是无穷小!
特别地!常数与无穷小之积仍是无穷小!
$"函数极限与无穷小量的关系
由于90:

2,%
4%2&"9表示当2,%时!函数4%2&趋近于常数9!显然4%2&趋近于9即等同

于4%2&&9趋近于零!即当2,%时!变量4%2&&9是无穷小!容易看出!无穷小与极限之间
的关系存在如下联系(

$#!$



应用高等 数 学%经管类&

定理!!#!!!90:
2,%

4%2&"9的充要条件是4%2&"9#%%2&!其中%%2&是当2,%时的无穷小!

证明!设90:
2,%

4%2&"9!令%%2&"4%2&&9!则

90:
2,%

%%2&"90:
2,%

04%2&&91"90:
2,%

4%2&&9"9&9"%!

所以%%2&是当2,%时的无穷小!
反之!设4%2&"9#%%2&!其中%%2&是当2,%时的无穷小!则有

90:
2,%

4%2&"90:
2,%

09#%%2&1"9#90:
2,%

%%2&"9!

!案例分析!"

例!!#!!!当2,%时!下列变量中哪些是无穷小量*

!%2"%!%!2$"$
2

"!
$2#2$"2/01$

2!

解!因为90:
2,%

%!%2&"%!90:
2,%

%%!%!2$&"%!90:
2,%

$
2"B!90:

2,%
%!
$2#2$&"%!90:

2,%
%2/01$

2
&"

%!所以!当2,%时!!%2"%!%!2$"!
$2#2$"2/01$

2
是无穷小量!

!理论学习#"

&"无穷小量的比较
我们已经知道!两个无穷小的和"差和乘积仍然是无穷小!但两个无穷小的商却会出现

不同的情况!例如2"$2"2$都是当2,%时的无穷小!而且2
$

$2"2
$,%!即2

$

$2
仍是当2,%时

的无穷小!但2
$2,!

$
!这说明2

$2
不再是当2,%时的无穷小!产生这种情况的原因在于各个

无穷小趋于零的速度不一样!2$要比$2趋于零的速度快!而2和$2趋于零的快慢程度大
致差不多!为了对这种情况加以区别!我们引入无穷小量的阶的概念!

定义!!#!"!设当2,%时!90:
2,%

%%2&"%!90:
2,%&

%2&"%!

%!&如果90:
2,%

%%2&
&%2&"%!那么称%%2&是比&%2&的高阶无穷小!记作%%2&"A%&%2&&%2,%&!

%$&如果90:
2,%

%%2&
&%2&"!!那么称%%2&是比&%2&的低阶无穷小!

%)&如果90:
2,%

%%2&
&%2&".+%!那么称%%2&与&%2&是同阶无穷小!

特别地!当."!时!则称2,%时%%2&与&%2&是等价无穷小!记作

%%2&&&%2&%2,%&!

例如!由于90:
2,%

/012
2 "!!因此/012&2%2,%&!

同样有(当2,%时!!&78/2&2
$

$
!=;12&2!;<7/012&2!;<7=;12&2!

下面我们介绍一个关于等价无穷小常用的性质$$$等价无穷小代换定理!

$$!$



项目!!经济函数及函数的极限

定理!!#!"!设自变量在同一变化过程中!4%2&"%%2&"7%2&"&%2&都是无穷小量!且

4%2&&%%2&!7%2&&&%2&%2,%&!90:
2,%

%%2&
&%2&存在!则90:

2,%

4%2&
7%2&"90:

2,%

%%2&
&%2&!

证明!由等价无穷小定义及已知条件!有

90:
2,%

4%2&
7%2&"90:

2,%

4%2&
%%2&)

%%2&
&%2&)

&%2&
7%2&"90:

2,%

4%2&
%%2&)90:2,%

%%2&
&%2&)90:2,%

&%2&
7%2&"90:

2,%

%%2&
&%2&!

该定理表明!求两个无穷小比的极限时!可借助于等价无穷小来代替以简化计算!这个
定理在有些极限计算过程中会给我们带来意想不到的惊喜2

注意$等价无穷小代换只是对所求极限式中相乘或相除的因式进行替代!而对极限式中
的相加或相减部分则不能随意替代!如在上例中!若因有

=;12&2%2,%&!/012&2%2,%&!

而推出90:
2,%

=;12&/012
2) "90:

2,%

2&2
2) "%!则得到的是错误的结果!

以下是常用的几个等价无穷小代换!请读者要熟记!
当2,%时!/012&2!;<7/012&2!=;12&2!;<7=;12&2!91%!#2&&2!@2 &!&2!!&

78/2&!
$2$!%!#2&!

% &!&!
%2!

!案例分析#"

例!!#!"!求90:
2,%

=;1$2
/01.2!

解!当2,%时!=;1$2&$2!/01.2&.2!所以

90:
2,%

=;1$2
/01.2"90:

2,%

$2
.2"!

$!

例!!#!#!求90:
2,%

;<7=;1,2
/01-2

%,)-+%&!

解!当2,%时!;<7=;1,2&,2!/01-2&-2!所以

90:
2,%

;<7=;1,2
/01-2 "90:

2,%

,2
-2",

-!

例!!#!$!求90:
2,%

=;12&/012
2) !

解!当2,%时=;12&2!!&78/2&2
$

$
!所以

90:
2,%

=;12&/012
2) "90:

2,%

=;12%!&78/2&
2) "90:

2,%

2)2$

$
2) "!

$!

$%!$



应用高等 数 学%经管类&

!理论学习$"

二!无穷大量

!"无穷大的定义
在自变量的某个变化过程2,%中!绝对值可以无限增大的变量称为当2,%时的无穷

大量!简称无穷大!
应该注意的是(无穷大量是极限不存在的一种情形!我们借用极限的记号90:

2,%
4%2&"!!

表示+当2,%时!4%2&是无穷大量,!
#"无穷小量与无穷大量的关系

%!&如果90:
2,%

4%2&"%%4%2&+%&!那么90:
2,%

!
4%2&"!!

%$&如果90:
2,%

4%2&"!!那么90:
2,%

!
4%2&"%!

因此!无穷大量的问题可以通过倒数变换转换为无穷小的问题来解决!反之亦然!

!案例分析$"

例!!#!%!试计算下列极限(

%!&90:
2,!

.2)#2&!
)2)&$2$#2

#!!!%$&90:
2,!

.2)#2&!
)2.&$2$#2

#!!!%)&90:
2,!

)2.&$2$#2
.2)#2&! !

解!%!&当2,!时!分子"分母的极限都不存在!所以不能应用极限的四则运算法则!将
分子分母同除以2)!得

90:
2,!

.2)#2&!
)2)&$2$#2"90:

2,!

.#!
2$&!

2)

)&$
2#!

2$

".
)!

%$&当2,!时!分子"分母的极限都不存在!所以不能应用极限的四则运算法则!将分子
分母同除以2.!得

90:
2,!

.2)#2&!
)2.&$2$#2"90:

2,!

.
2#!

2)&!
2.

)&$
2$#!

2)

"%!

%)&因为90:
2,!

.2)#2&!
)2.&$2$#2"%!所以90:

2,!

)2.&$2$#2
.2)#2&! "!!

归纳例!!)!'的%!&"%$&"%)&可得出如下规律(
当,%+%!-%+%时!有

90:
2,!

,%2& #,!2&&!#'#,&

-%2%#-!2%&!#'#-%
"

%!%$&!

,%

-%
!%"&!

!!%%&

'

(

) !

$&!$



项目!!经济函数及函数的极限

!拓展训练"

一!选择题

!!当2,%!下列函数%!!&是无穷小量!
23!#2$!!!!43/01%2#!&!!!!53!&78/2!!!!6391%$#2&

$!当2,%!与2等价的无穷小量是%!!&!

23/012 4378/2 53$2$ 632
$

$
二!计算题

利用等价无穷小的性质求下列极限(

%!&90:
2,%

$2
/01$2

# %$&90:
2,%

2$

!&78/2
#

%)&90:
2,%

2&/012
/012

# %.&90:
2,%

91%!#2&
2

#

%'&90:
2,%

91%!&$2&
2

# %*&90:
2,%

!
/012& !

=;1% &2 !

三!证明题
证明(当2,%时!;<7/012&2!

项目!知识点小结

!!常用经济函数认识
%!&单利与复利#
%$&多次付息#
%)&贴现#
%.&总成本函数"总收入函数"总利润函数#
%'&需求函数与供给函数!
$!极限
%!&数列极限!函数极限概念#
%$&极限运算方法#
%)&两个重要极限!

第一重要极限90:
2,%

/012
2 "!#

第二重要极限90:
2,!

!#!% &2
2
"@!

)!无穷大量和无穷小量概念!

$'!$



应用高等 数 学%经管类&

.!常见无穷小替换
当2,%时!/012&2!;<7/012&2!=;12&2!;<7=;12&2!91%!#2&&2!@2 &!&2!!&

78/2&!
$2$!%!#2&!

% &!&!
%2!

数学家简介!!!陈景润

陈景润!!,))年'月$$日生于福建闽侯!家境贫寒!学习刻
苦!他在中小学读书时!就对数学情有独钟!一有时间就演算习题!
在学校里成了个"小数学迷#!他不善言辞!为人真诚和善!从不计
较个人得失!把毕生经历都献给了数学事业!高中没毕业就以同等
学历考入厦门大学!!,')年毕业于厦门大学数学系!!,'A年进入
中国科学院数学研究所!并在华罗庚教授指导下从事数论方面的
研究!历任中国科学院数学研究所研究员$学术委员会委员兼贵阳
民族学院$河南大学$青岛大学$华中工学院$福建师范大学等校教
授!国家科委数学学科组成员!%数学季刊&主编等职!主要从事解
析数论方面的研究!并在哥德巴赫猜想研究方面取得国际领先的成果!这一成果国际上誉为
"陈氏定理#!受到广泛引用!

3主要成果

!A.$年*月A日!德国数学家哥德巴赫提出一个未经证明的数学猜想"任何一个偶数均
可表示两个素数之和#!简称"!#!#!这一猜想被称为"哥德巴赫猜想#!中国人运用新的方
法!打开了"哥德巴赫猜想#的奥秘之门!摘取了此项桂冠!为世人所瞩目!这个人就是世界上
攻克"哥德巴赫猜想#的第一个人'''陈景润!

陈景润除攻克这一难题外!又把组合数学与现代经济管理$尖端技术和人类密切关系等
方面进行了深入的研究和探讨!他先后在国内外报刊上发明了科学论文A%余篇!并有%数学
趣味谈&%组合数学&等著作!

陈景润在解析数论的研究领域取得多项重大成果!曾获国家自然科学奖一等奖$何梁何
利基金奖$华罗庚数学奖等多项奖励!他是第四$五$六届全国人民代表大会代表!著有%数学
趣味谈&%组合数学&等!

3巨星的陨落

!,(.年.月$A日!陈景润在横过马路时!被一辆急驶而来的自行车撞倒!后脑着地!酿
成意外的重伤!雪上加霜!身体本来就不大好的陈景润!受到了几乎致命的创伤!他从医院里
出来!苍白的脸上!有时泛着让人忧郁的青灰色!不久!诱发了帕金森氏综合症!!,,*年)月

!,日!著名数学家陈景润因病长期住院!经抢救无效逝世!终年*)岁!

$(!$



项目"!
一元函数导数及其应用

在这一项目!我们将在函数与极限这两个概念的基础上来研究微分学的两个基本概
念$$$导数与微分!同时引进导数和微分的计算方法!特别是导数在经济上的应用!是我们
重点关注的内容!

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
本项目在专业课中的应用

#用导数的方法分析需求价格弹性!

#用导数的方法分析边际与边际分析!

任务!!导数概念

!理论学习!"

导数的定义

在实际生活中!我们经常会遇到有关变化率的问题!
!"变速直线运动的瞬时速度
设一物体在2轴上从某一点开始作变速直线运动!已知运动规律为2"4%?&!记?"?%

时质点的位置坐标为2%"4%?%&!当?从?%变到?%#%?时!路程2相应地从2%变到2%#%2
"4%?%#%?&!因此质点在%?这段时间内的路程是

%2"4%?%#%?&&4%?%&!
而在%?时间内质点的平均速度是

$)!$



应用高等 数 学%经管类&

B"%2
%?

"4
%?%#%?&&4%?%&

%? !

显然!随着%?的减小!平均速度B就越接近质点在?%时刻的瞬时速度!但无论%?取得
怎样小!平均速度B总不能精确地刻画出质点运动在?"?%时变化的快慢!为此我们想到采

取+极限,的手段!如果平均速度B"%2
%?
当%?,%的极限存在!那么把这个极限值B定义为质

点在?"?%时的瞬时速度或速度(

B"90:
%?,%

%2
%?

"90:
%?,%

4%?%#%?&&4%?%&
%? ! %$!!!!&

#"切线的斜率

图#"!"!

如图$!!!!所示!设曲线1(5"4%2&!

C%%2%!5%&为1上的一个定点!为求曲线5"4%2&
在点C%切线的斜率!可在曲线上取邻近于C%

的一点C%2% #%2!5% #%5&!则割线CC% 的

斜率(

=;1&"%5
%2

"4
%2%#%2&&4%2%&

%2
!

其中&为割线CC%的倾斜角!令%2,%!C就沿
着1趋向于C%!割线CC% 就不断地绕C% 转

动!角&也不断地趋向于%!如果=;1&"%5
%2
在

%2,%时极限存在!那么从解析几何知道!这个极限值就是曲线在C%处切线的斜率@!即

@"=;1%!所以我们把曲线5"4%2&在点C%处的切线斜率定义为

@"=;1%"90:
C,C%

%5
%2

"90:
%2,%

4%2%#%2&&4%2%&
%2 !

则曲线5"4%2&在点C%%2%!5%&处的切线方程为(

5&5%"@%2&2%&! %$!!!$&
以上虽然是两个实际含义不同的例子!但抽象成数量关系看!其实质是一样的!都是函

数的改变量与自变量的改变量的比!当自变量的改变量趋于零时的极限!
定义"!!!!!设函数5"4%2&在点2%的某一邻域内有定义!当自变量2在点2%处有

增量%2%%2+%&!2%#%2仍在该邻域内时!相应地!函数有增量

%5"4%2%#%2&&4%2%&!

若当%2,%时!%5
%2
的极限

90:
%2,%

%5
%2

"90:
%2,%

4%2%#%2&&4%2%&
%2

%$!!!)&

存在!则称4%2&在点2% 处可导!并称此极限值为4%2&在点2% 处的导数!记为(4D%2%&!

5D2"2%
!-5
-22"2%

!即

$*"$




